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Re-entry Flight Experiments Lessons 
Learned – The Atmospheric Reentry Demonstrator ARD  

10 - 8 RTO-EN-AVT-130 

 

  

Figure 8: ARD Front-Shield TPS before and after recovery. 

   

Figure 9: ARD Rear-Cone TPS before and after recovery. 

 

Figure 10: Recovered Aleastrasil tile cut. 
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•  Contemporary astronautical strategical chronologies 































did indeed predict he would be called “Elon.”

To be clear: “Elon” isn’t the name of the person but rather the name of the

position, which von Braun describes as something like an elected meritorical

leader or president.” It is most likely that Braun took the name “Elon” straight

out of the Jewish Old Testament Bible, where Elon was the name of one of the

six minor Judges of Israel.

If you’re interested in reading more about the book, you can find it on

Amazon.
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Structures lanceurs :

- Réservoirs : Ballons (membrane gonflée)

- Structures intermédiaires : (inter-étages, baies de propulsion)

Coques raidies et Treillis
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- Sollicitations structurales :

-Quasi-statiques (facteur de charge) :

Longitudinal
(propulsion)

Flexion
(Aérodynamique)

(Pilotage tangage-lacet)

Torsion
(Pilotage roulis)
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MODAL PROBLEMATICS WITHOUT DAMPING
(excellent approximation)

Homogeneous General Solution (without excitation)

M[ ] q{ }•• + K[ ] q{ } = 0{ }     or    M
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Rather than direct solution, diagonalisation

M and K positive & defined (& symetrical)

. principal base in which they are both diagonal

n DOF Coupled System  .    n Independant 1DOF Systems
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   with   q{ } = P[ ] p{ }  .   p{ } = P[ ]/1 q{ }

or  M[ ]diag p{ }••
+ K[ ]diag p{ } = 0{ }   with    M[ ]diag = 

t
P[ ] M[ ] P[ ]   ;   K[ ]diag = 

t
P[ ] K[ ] P[ ]
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As long as we consider result at same place than excitation, factor ! will be equivalent.

It has sense at low-medium frequencies
(practically f < 500 Hz)

If spectral computation is required,
it is recommended to represent it
in log/log scale

NB : Transfers from one point to another one would induce slightly different function.

!

0.1

1

10

100

0.1 1 10
"

50
# = 0.01

# = 0.05

EXCITATIONS (cont’d)
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Simplified Fundamental Representation
(precision & 1% for aerospace structures)

Out of Resonance : " ' ]() ; 1-*] + ]1+* ; +)[

Non-Damped system
= excellent approximation
(slightly conservative)

At Resonance : " ' [1-* ; 1+*]

! "( )  is limitated at ! 
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m
fe(t)=cos(!et)

DYNAMIC SYSTEM

CANONIC

REPRESENTATION

1 DOF Dynamic System  "   m  ;  #$ 
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Non-Damped system is an excellent approach

+ appears only as a perturbation which limitates ,   at , 
max

- 1
2+

 at resonance

For our Performing Space Structures, we will consider that 0.01.+ .0.015

/ + - 0.01 or 1 %   /   , 
max
-50
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m

m

EQUIVALENT EXCITATIONS

Excitation = Applied force on Mass

Result = Motion of Mass
(spring elongation)

Ratio Exc/Res ! Dynamic Flexibility

Excitation = Imposed Motion of Support

Result = Reaction (load) of Spring

Ratio Exc/Res ! Dynamic Mass
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EQUIVALENCE of EXCITATIONS (cont’d)

Launcher : Imposed Motion ! Vibrating Motion Tests  ! Equivalent Computations

The two excitations are equivalent because of inertial (equivalence) principle (F=Ma)

NB1 : Equivalence deplacement / acceleration (in our reference sinus motion) :

x = " cos#et     !    a $ x•• = -#e
2" cos#et

NB2 : Frequency f (Hz) is deduced from angular pulsation # (rd/s) by classical relation :

# = 2% f

# is generally used for computations, and f for tests.

NB3 : Our sinus periodic cos(#t) approach is only a particular case of exp(st) Laplace’s Transform (• & s)



a f( ) !!a " f #W f( ) "! f( ){ }
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EFFECTIVE MODAL MASSES & MODAL TRUNCATURE

Normalized eigenmodes : system ! n effective modal parameters
! n 1DOF effective modal systems (mk, "k)

Efficient Modes
(N modes)

M

Hypostatic Truncature
rigid body modes
(non-structural)

High-Frequency Truncature
Excitation Spectrum

Modal Fusion
Rigididity and Damping Increasing
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Typical Dynamic Models

m1 mN

k1 kN
mrés

kinterf

K1

M1

m1

k1

mrés(1)

kinterf

K1

M1

Mrés(1)

Force

Excitation

(valid in longitudinal & lateral)
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STRUCTURAL STIFFNESS

Conical Shell Longitudinal Stiffness :

Kzconic =
2!Ehsin " cos

2
"

Log
a

b

E : Longitudinal Young’s Modulus
h : Average Longitudinal Thickness of Shell

Any Beam-Rod approach is envisageable...

a

b

"



I/3.2.3 L’Exemple du Système Élémentaire à 2DDL

I/3.2.3.1 Mouvement Libre

m
k

X1

m
k

X2

On considère le système ci-contre, 
constitué de deux oscillateurs 
masse-ressorts identiques assemblés 
en série :

L’équation du mouvement s’écrit :   
  

€ 

M[ ] x1
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0
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Les matrices 
  

€ 

M[ ]  et 
  

€ 

K[ ]  sont directement tirées des expressions quadratiques des énergies :
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2
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0 m
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0 1
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2 + x2 −x1( )
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= k 2x1
2 + x2

2 −2x1x2{ }    ⇒   K[ ] = 2k −k
−k k

 

 
 

 

 
 = k 2 −1

−1 1

 

 
 

 

 
 

Ceci permet d’expliciter directement la matrice d’impédance harmonique 
  

€ 

Z ω2( )[ ]  :

  

€ 

Z ω2( )[ ] ≡  −ω2 M[ ] + K[ ] =  2k−ω2m −k
−k k−ω2m

 

 
 

 

 
 

Il est aussi possible de l’expliciter sous forme adimensionnelle :    

  

€ 

Z ω2( )[ ]
k

=

2 −
ω2

k

m( )
−1

−1 1−
ω2

k

m( )

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

Le calcul des MP qui va suivre est présenté de manière séquentielle (un mode après l’autre) pour 
des raisons de commodité, mais il pourrait être réalisé en parallèle.

Les pulsations propres sont les racines de l’équation caractéristique (déterminant) qui s’écrit :

  

€ 

Z ω2( )[ ] = 0   soit  :  m2 ω2( )
2
−3kmω2 +k2 = 0

Les racines de cette équation du second degré en ω2 donnent :  

  

€ 

 ω1
2 =

3 − 5

2

k

m
≅ 0.382

k

m

 ω2
2 =

3 + 5

2

k

m
≅ 2.618

k

m

 

 

 
 

 

 
 

Si on explicite les deux pulsations propres de manière adimensionnelle, on trouve le petit et le 
grand nombre d’or :

  

€ 

 
ω1

k

m

=
3− 5

2
=

5 −1

2
≅0.618

  
ω2

k

m

=
5 + 1

2
≅ 1.618
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On peut alors expliciter la matrice d’impédance pour chacune des valeurs propres ω1 et ω2 :

  

€ 

 
Z ω1

2( )[ ]
k

=

5+1

2
−1

−1 5−1

2

 

 

 
  

 

 

 
  
≅ 1.618 −1

−1 0.618

 

 
 

 

 
 

 
Z ω2

2( )[ ]
k

≅ −0.618 −1
−1 −1.618

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 
 
 

Explicitons, à une constante multiplicative près, les matrices associées de cofacteurs :

  

€ 

 Δ Z ω1
2( )[ ]{ } ≅ 0.618 1

1 1.618

 

 
 

 

 
 

 Δ Z ω2
2( )[ ]{ } ≅ 1.618 −1

−1 0.618

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

En extrayant, par exemple, la première colonne de chacune de ces matrices, on obtient des VP 
ordonnés mais non normés :

  

€ 

 Vj( )
1
≅ 0.618

1

 

 
 

 

 
 

 Vj( )
2
≅ 1.618

−1

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

Pour respecter notre convention de normalisation, il suffit de diviser les deux vecteurs précédents 
par leur norme ; en outre, on ajuste les signes de façons à avoir une base qui est non-seulement 
orthonormée, mais aussi directe, ce qui donne les VP recherchés et achève la résolution :
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 pj( )
1
≅

0.618
1

 

 
 

 

 
 

0.6182 +12
≅ 0.526

0.851

 

 
 

 

 
 

 pj( )
2
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− 1.618
−1

 

 
 

 

 
 

1.6182 +12
≅ −0.851

0.526

 

 
 

 

 
 

 

 

 
  

 

 
 
 

Pour expliciter les matrices diagonales, il faut utiliser la matrice de passage 
  

€ 

P≅ 0.526 −0.851
0.851 0.526

 

 
 

 

 
 .

Le changement de base donne  :   

  

€ 

  M[ ]
diag

=
t

P[ ] M[ ] P[ ] = m 1 0
0 1

 

 
 

 

 
 = M[ ]

  K[ ]
diag

=
t

P[ ] K[ ] P[ ] ≅k 0.382 0
0 2.618

 

 
 

 

 
 

Le premier résultat était prévisible ; en effet, la matrice identité est invariante par changement de 
base. Quant au second, il donne directement les rigidités modales, de sorte que le système 
diagonalisé s’écrit :
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m 0
0 m
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••

+
0.382k 0

0 2.618k
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0 χ2
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 =

0
0

 

 
 
 

 
    avec 

  

€ 

 χ1 −ω1
2µ1 ≡0

 χ2 −ω2
2µ 2 ≡0

 
 
 

  

À noter enfin que le second membre est nul indépendamment de la base considérée pour un 
système non-excité.
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On peut alors expliciter la matrice d’impédance pour chacune des valeurs propres ω1 et ω2 :
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Explicitons, à une constante multiplicative près, les matrices associées de cofacteurs :
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En extrayant, par exemple, la première colonne de chacune de ces matrices, on obtient des VP 
ordonnés mais non normés :
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Pour respecter notre convention de normalisation, il suffit de diviser les deux vecteurs précédents 
par leur norme ; en outre, on ajuste les signes de façons à avoir une base qui est non-seulement 
orthonormée, mais aussi directe, ce qui donne les VP recherchés et achève la résolution :
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Pour expliciter les matrices diagonales, il faut utiliser la matrice de passage 
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P≅ 0.526 −0.851
0.851 0.526
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Le changement de base donne  :   
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P[ ] M[ ] P[ ] = m 1 0
0 1
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Le premier résultat était prévisible ; en effet, la matrice identité est invariante par changement de 
base. Quant au second, il donne directement les rigidités modales, de sorte que le système 
diagonalisé s’écrit :
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+ 0.382k 0
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 χ1 −ω1
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À noter enfin que le second membre est nul indépendamment de la base considérée pour un 
système non-excité.
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I/3.2.3.3 Masses Modales Effectives d’Interface

On considère d’abord le mouvement approprié sur le premier mode (obtenu en mouvement 
entretenu à la pulsation ω1) en notant (I) les grandeurs relatives à ce mouvement :

  

€ 

x1

x2

 

 
 

 

 
 

I( )
≅ β .562

.851

 

 
 

 

 
 cosω1t      avec  

ω1
2

k

m

≅ 0.6182 ≅0.382

Exprimons l’énergie mécanique (constante) de ce mouvement synchrone d’amplitude constante, 
en fonction de l’amplitude modale β, en notant   

€ 

˜ G  l’amplitude d’une grandeur G périodique (qui 
sera ici une grandeur sinus ou sinus carrée) :

    

€ 

2Eméca I( ) = 2 ˜ E pot I( ) = 2 ˜ E cin I( ) = m ˜ X 1•
2

+ ˜ X 2•
2 

 
 

 

 
 = mβ2ω1

2 0.5622 + 0.8512[ ] = mβ2ω1
2

On remarque que la dernière simplification vient de la normalisation des VP.

Comme on s’intéresse à l’effet du système sur l’interface en O (interface bâti) on calcule 
maintenant l’amplitude de la réaction bâti, par un raisonnement statique sur le premier ressort :

    

€ 

˜ R O I( ) = kα1 ≅ k 0.562β( ) ≅ 1.376βmω1
2 = 1.376ω1 2mEméca I( )

On recherche maintenant le système à 1DDL de raideur χ
I
 et masse µ

I
 qui aurait comme pulsation 

propre ω 1 et qui, pour la même énergie mécanique en mouvement approprié, donnerait la même 
amplitude de réaction en O (toujours autour de la pulsation ω 1) ; “vu de O” et fréquentiellement 
autour de ω 1, ce système élémentaire est donc équivalent au système initial à 2DDL en ce qui 
concerne les charges d’interface.

Pour le système (χ,µ) à 1DDL :

    

€ 

X = αcosω1t   ;   ω1
2 ≡

χI

µI

   ;  2Eméca = 2 ˜ E cin = mα2ω1
2   ;  ˜ R O = χIα =ω1 2µ IEméca

En identifiant les grandeurs mécaniques du système à 2DDL et du systèmes à 1DDL, c’est à dire 
en écrivant 

    

€ 

Eméca I( ) ≡Eméca   et  ˜ R O I( ) ≡
˜ R O  il vient immédiatement :  

  

€ 

µI ≅1.3762m≅ 1.894m

Ainsi, vu de O, le système initial est mécaniquement équivalent, autour de ω 1, à un système 
élémentaire masse-ressort dont la masse vaut 1.894m et de pulsation ω1. 

On peut tenir le même raisonnement pour le mode 2, autour de la pulsation ω2. On obtient alors :

  

€ 

µII ≅0.106m

On s’aperçoit que pour ces modes de translation, grâce à la normalisation des VP, la somme des 
Masses Modales Effectives d’Interface µ est égale à la masse totale du système.

En ce qui concerne les charges structurales à l’interface autour des résonances - qui sont 
évidemment les charges dimensionnantes - le système initial (qui était en série) peut être simulé 
pour l’ensemble de ses modes, par un assemblage en parallèle de deux systèmes masse-ressort 
(masses respectives µ1 et µ2, pulsations ω1 et ω2).

On remarque que la normalisation Euclidienne des MP a un triple avantage :

• [P]-1 = t[P]

• L’énergie modale est facilement normée en translation

• La somme des masses modales effectives en translation est égale à la 
somme des masses du système en translation.
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² Modes isochrones 1DDL 

Ø  Plan & conique (Galilée) Ø  Sphérique interne & externe (Gauss) 



² Pendule double  
 
Paramétrage x1, x2 
en translation absolue 

!!! ;!!!!
!
!

= 2− 2 ; 2+ 2 	

	
	

!! = 1
1+ 2 

!!! = 1
1− 2 

	

	
⇒   ! ≅ . 383 −.924

. 924 . 383 	



Il faut noter que cette solution générique est indépendante de la nature de la section droite, du 
moment que la poutre reste mince (hypothèse de St-Venant de contrainte uniforme dans chaque 
section droite). Si la section droite est constante (poutre prismatique), cette forme générique se 
généralise aisément à l'équation d'onde en flèche VTY d'effort tranchant TY et en rotation θX de 
torsion MX, les célérités de propagation devenant alors respectivement :

  

€ 

c
TY

2 ≡
GSTY

ρS
     où STY

est l'aire de section  cisaillée en Effort Tranchant TY

    

€ 

c
MX

2 ≡
GJ

i
     où  

J est le moment quadratique de la section droite en torsion

i est le moment d'inertie dynamique linéique de la poutre en torsion

 
 
 

 

La flèche transverse en flexion fait l'objet d'un traitement particulier et essentiel en dynamique. 
La figure ci-dessous résume l'approche plane (XY) linéaire statique pour un élément de poutre 
droite en flexion sous charge linéique λY. La description de Beltrami s'opère par le champ de 
flexion Mz(X ;t), et celle de Lagrange par le champ V(X ;t) de la flèche de la ligne moyenne :

    

€ 

r 
F Yi Xi( ),  MZi Xi( ),   λY X( )

  

€ 

V X( )

  

€ 

EIZV'''' − λY = 0

  

€ 

TY

'
+λ Y = 0   ;   MZ

'
+ TY = 0

  

€ 

MZ X( )

  

€ 

EIZV'' −MZ = 0( )

      

€ 

Eélastique linéique =
1

2

MZ
2

EIZ

La poutre droite permet effectivement un traitement séparé des déplacements axiaux et 
transverses, représentés par deux champs orthogonaux entre eux. De plus, cette séparation est 
d'autant plus licite et pertinente que les fréquences propres de barre et de flexion sont d'ordres de 
grandeur très différents dans le cas d'une poutre mince. L'approche dynamique est schématisée 
par le schéma ci-dessous, dans lequel la charge linéique d'inertie en translation selon Y a 
simplement été ajoutée à l'équation de la flèche :

  

€ 

V X;t( )

  

€ 

MZ
'
+TY = 0

EIZV'' −MZ = 0

 

 

 
 

X

V(X)

  

€ 

EIZ V'''' −λ Y −ρV•• =0

  

€ 

MZ X( )

Si la section droite de la poutre est invariable (plus précisément il suffit que 
  

€ 

∂

∂X

EIZ

ρS

 

 
 

 

 
 ≡ 0) alors il 

existe à nouveau une solution générique, à savoir :

  

€ 

V X;t( ) ≡ f X( )g t( )     où 

f X( ) ≡ Acos ΩX( ) +Bsin ΩX( ) + Cch ΩX( ) + Dsh ΩX( )
g t( ) ≡ cos ωt + ϕ( )   avec   

Ω4

ω2
 −  

ρS

EIZ

 ≡   0

 

 
 

 
 

      
A,B,C,D( ) ∈R4 ;  ω,Ω( ) > 0

0 ≤ϕ < 2π  ;  0 ≤ X < L
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Le Mode 1 (fondamental)  (
  

! 

"
1
L #1.875) s’explicite :

Pulsation  :   

  

! 

$
1
2 %  "

1
4 EIZ

&S
 #  12.36

EIZ

&SL4

Forme : (II) 

! 

' 3.038 A1 + 4.138 B1 = 0   

! 

(  (A1, B1) normé à   

! 

.5  :  
  

! 

A1 # ).5700

B1 # +.4184

* 
+ 
, 

  et une forme   

! 

f1(X)  normalisée :

  

! 

f1(X) # ).5700 cos 1.875-( ))ch 1.875-( ){ }+ .4184 sin 1.875-( ))sh 1.875-( ){ }     avec   
  

! 

-%
X

L
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simply shells and perfect fluids (see [18]). 
These models are transposable to living systems such as a cell (membrane 

with fluid interaction) or an organic structure: shell in interaction with soft ma-
terials, and in a specific environment. For instance, in biodynamics, the tonopic 
coupling in the cochlea, with the basila membrane, is modelised by the plate-fluid 
theory (Figure 3). 

Last but not least, in the dissipation itself, a linear term of viscous damping 
can be distinguished from a contribution related to other frictions, both in solids 
and fluids. In solids, the non-linear part represents precisely the damage or de-
fects (delaminations, cracks, discontinuities) and in the fluid, the realization of 
tests with equivalent granular fluids in similarity to Froude makes it possible to 
observe this type of irreversibility (see Figure 4). 
 

 
Figure 3. Basilar membrane tonotopic model. 
 

 
Figure 4. Cryotechnic tank test with granular material for 
identification of metamodes. 



Chapitre 2 : Étude du réservoir vide

Figure 2.2 – Géométrie simplifiée d’un réservoir d’EPC type Ariane 5 vide et exemples
de mode de flexion et de modes à lobes obtenus avec COMSOL.

Le réservoir peut donc être vu en première approche comme deux (dans la configuration
Ariane 5) ou trois (dans la configuration Ariane 6) cylindres liés entre-eux par des cadres
rigides.

Dans cette thèse, on s’intéresse uniquement au réservoir de LH2 qui peut donc être
modélisé par une coque cylindrique dont les deux sections extrêmes sont des plaques indé-
formables. Il y a bien sûr des structures annexes jouant sur le comportement dynamique
du réservoir, par exemple les conduites d’approvisionnement de la thermo-pompe en LO2.
Ces structures perturbent les fréquences propres, mais perturbent assez peu l’allure glo-
bale des modes structuraux en basses fréquences. On s’intéressera donc simplement aux
coques qui représentent la structure primaire du réservoir.

2.1.2 Typologie des modes étudiés
Les coques cylindriques sont des structures avec une géométrie simple. Cette géométrie

simple permet de classer les premiers modes propres de façon assez naturelle en fonction
de l’allure de la déformée modale. Une classification habituelle notamment utilisée par
Blevins [Blevins, 1979] est basée sur cinq catégories :

— modes de flexion ;
— modes à lobes ;
— modes de traction ;
— modes de torsion ;
— modes de respiration.

La figure 2.3 présente un exemple de mode pour chacune de ces familles.
Dans le cadre de cette étude seuls les modes de flexion et les modes à lobes seront

étudiés. En e�et comme détaillé dans la première partie du chapitre 3 traitant de la mo-
délisation du LH2, le fluide est supposé incompressible. Par conséquent les modes basses

Thèse de doctorat - Pierre-Louis Chiambaretto - 25 -



7.3 Conception du montage

7.3.2 Etat : Installation du montage et essais vibratoires
La figure 7.3 présente le montage, rempli de bille précontraintes, installé sur la table

vibrante. Les critères du CDCFP associés aux principales fonctions liés à l’installation
(prenant en compte le transport) ainsi qu’aux essais vibratoires à proprement parler vont
être repris pour présenter les solutions techniques mises en œuvre.

Table vibrante

Platine

Goulotte

Accéléromètre

x

z

y

Figure 7.3 – Installation du réservoir d’essai rempli de billes pré-contrainte sur la table
vibrante pour un essai vibratoire.

7.3.2.1 Fonction : Etre transportable

Critère : Masse totale

Le critère « Masse totale » est un critère flexible mais important de part les nom-
breuses phases de transport durant une campagne d’essai. La majeure partie de la masse
est concentrée dans le mors inférieur. Afin de réduire cette masse tout en assurant une
bonne rigidité y compris en dynamique, les pièces ont été allégées. En particulier pour
la pièce nommée « piston » dont le plan est fourni par la figure B.5 de l’annexe B a été
allégée par trois trous de diamètre 70 mm visible sur la figure 7.3 ce qui allège la pièce
de plus d’un kilo. Les pièces nommées « mâchoire » avec un système de créneau sont elles

- 142 - Thèse de doctorat - Pierre-Louis Chiambaretto
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versible and irreversible phenomena observed at the cellular, structural and or-
ganic scales (see [1] [2]). The physical tools presented in particular can be con-
sidered as a common language linking all these systems. Several forays into in-
formation theory make it possible to specify the evolutions, in particular on en-
tropic phenomena. 

In terms of observability and controllability, complex systems give rise to a 
variety of models which—in the end—are all based on the four principles of 
thermodynamics. This approach has made it possible to model several biological 
systems, including vestibular elements, the basilar membrane, the organ of Cor-
ti, the cerebrospinal system in its traumatological approach (see [2] [3]) and 
makes it possible to envisage openings in both the dynamic nature of the sur-
rounding structures and in biodynamics. The goal is here to provide with a glob-
al presentation of the present opportunities for unified analytical dynamics for-
mulation and performed applications to fluid-solid systems, including living 
cells. 

2. Potential Structural Models and Results 
2.1. Implicit Potential Model 

The simplest dynamic modeling consists of declining the first two principles—based 
on the two state functions temperature and internal energy—according to ex-
changes between kinetic and potential energies. Basically, this amounts to ex-
pressing Newton’s equivalence principle digitally in matrix form, via the La-
grange-Hamilton equations: 

( ) ( ) ( )ij j ij jm M q K q O
°°°°

ª º ª º− ≡ ⇒ + ≡¬ ¼ ¬ ¼OP f O
JJJG G G

 (Feynman)     (1) 

where  
m: punctual mass (particle); 
O: affine Galilean origin (euclidian); 
P: point associated with m (trajectory); 
°: particle derivative with respect to time; 
f
G

 force associated with m; 
( )jq : column vector of n Lagrange displacement parameters ( 1, ,j n N= ∈" ); 

ijMª º¬ ¼ : n × n matrix of system inertias, associated with the jq  parameters 
( , 1, ,i j n= " ); 

ijKª º¬ ¼ : n × n matrix of system stiffnesses, associated with the jq  parameters. 
To be more precise, the central arrow of Equation (1) contains all the dynamic 

principles, whose synoptic presentation could be summarized as shown he-
reunder; it can be observed that the structure of all these equations is similar, as 
shown hereunder. 
• First step: Equivalent enthalpy 

Equivalence (closed system) 
° − ≡v g

GG G 0  

(Newton) 1st principle 
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Appendix: The Four Principles in Fourteen Equations  

Below is proposed a sequential and synoptic presentation of fourteen dynamic 
equations with comparable 2 + 2 term structures. 

Thus is highlighted the explicit relation with the four principles of thermody-
namics, and thus open the possibility of both implicit and explicit resolutions. 

Mechanics 
° − ≡V g
G G G

0 ; [ ]( ) [ ]( ) ( )0M q K q
°° °°− ≡ ⇒ + =mOP f

JJJG G G
0  

(Newton-Feynman, pr. 1-2) (1.1) 

Kinetic constant d0 0
d

lag lag

k k

E E
q t q°

∂ ∂§ ·
≡ ⇒ ≡¨ ¸

∂ ∂© ¹
 

(Lagrange-Routh, pr. 2) (1.2) 

Control energy d0 0
d

lag pot
ham jj

j

E E
E q

t t q
°

°

§ ·∂ ∂
≡ ⇒ − ≡¨ ¸¨ ¸∂ ∂© ¹

∑  

(Hamilton-Painlevé, pr. 3) (1.3) 
Dynamic digital system ( )lag j feyn j statj E Q Q− ≡$   
(Lagrange-Feynman, pr. 1-4) (1.4) 
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Continuous 1D solid 2 0NU c U°° ′′− ≡ , 2
N

Ec
ρ

≡  

(Hooke-Mach, pr. 1-2) (2.1) 
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( )

3

212 1
EhD

ν
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−
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Cont. 2.5D non-euclidian , , , , , , , ,; 0X Y Z X Y Z X Y Zstat Y X YZ XZp Q− = + =� � ,  
(Reissner-Mindlin, pr. 1-3) (2.4) 
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Physics 

Newtonian fluid 
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( ) ( )
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vol

tot tot T vol vol

div

div div

e div e T q

ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ λ

°
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v v grad f v
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(Navier-Stokes pr. 1-3) (3.1) 

Newtonian gas 
1

g v

g p

g g

e c T
ph e c T

Tds de pd

ρ

ρ

≡
°
° ≡ + ≡°
®
° § ·° ≡ + ¨ ¸° © ¹¯

 

(Joule-Thomson pr. 1-3) (3.2) 
Mechanical discrete 3D 2 28 0hammE hψ ψπ + ∆ ≡  
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Figure 7. Interfaces and singularities in a complex shell. 
 
shells will be represented by the intersection lines, or even the points (nodes) in-
terfacing these lines. We could thus obtain a very concentrated thermodynamic 
model of the structural cell. Its implicit resolution gives metamodes, and its ex-
plicit integration allows to explore transient evolutions. And the ratio between 
the explicit and implicit results could even constitute an indicator of the entropy 
of the controlled system. 

4. Conclusions 

The methods presented in this article bring together achieved and present work 
on current aerospace structures and research on innovative methods in two di-
rections. Vibratory dynamics thus open tracks that integrate both the modeling 
of structures and the modal representation of information. 

The first explored direction concerns active and passive control: Generalized 
Predictive Control (see [10] [11] [14]) and Operational Modal Diagnosis (see 
[16] [17]). These issues can be expressed in terms of controllability and observa-
bility of complex systems. Through the approach based on the four principles of 
thermodynamics, this paper proposes an opening towards the reversibility of 
processes, leading for example to the modal set of plans for dynamic structures. 
For this purpose, and to demonstrate the perspective for any physical system, the 
Appendix proposed a synoptic presentation of dynamic equations in relation 
with the principles. 

The second direction concerns the optimal hybrid modeling of thin structures 
coupled with Newtonian fluids. The proposed synthesis, in the presented struc-
turation of the equations, integrates fluid-solid meta-modes in Gauss’ sense, as 
well as proposals for condensation by integral methods with perspectives on the 
two-levels condensed representation: by boundary conditions and modal extrac-
tion, leading to vibratory optimal compression of models. 
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Figure 1. The mechanical domain. 

 
This induces an explicit response (called particular solution of the complete 

equation) emphasizing the dynamic amplification factor & resonance: 

( ) ( ) 2

1cos cos
1e e e e e e e e

e

p p t p tµ χ ω β ω α χβ
γ

°° + ≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡ =
−

     (4) 

where ( ) 2,µ χ +∗∈\  modal inertia and stiffness;  
( )ep t ∈\  main parameter in the canonical response to canonical ( )cos etω  

external dynamic load; 

eβ ∈\  amplitude of the canonical response;  

eα ∈\  dynamic amplification ratio (DAR);  
e

e
ω

γ
ω

+∗≡ ∈\  dimensionless external pulsation (frequency or angular rate)  

( eω
+∗∈\ ). 

The αe DAR factor introduces causality into the model, but in a particular so-
lution. It raises the concept of resonance, which will require an additional 
(fourth) term of dissipation. This makes it possible to envisage explicit models 
incorporating structural damage. 

In linear models, the dissipation is the viscosity (solid and fluid) but as this is 
only very approximate in a solid (and in a non-Newtonian fluid) we will rather 
introduce an equivalent dimensionless viscous damping (integrating all the dis-
sipations—linear or not—around the resonance) which truncates the amplitudes 
(or operates a frequency shift) in the vicinity of the resonances.  

The vicinity of the resonances is moreover precisely defined by the bandwidth: 
Frequency amplitude-resonance bandwidth  
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                      (5) 

where ζ  dimensionless dissipation; for structures 0.01ζ ≅ ; 

maxeα  dynamic quality factor or resonance surtension ratio. 
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